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L'objectif de ce cours est de montrer comment les concepts et ~thodes de la dynamique 
nonlin6aire peuvent apponer un 6clairage simple et performant en physique des lasers. La 
consid&lltion des ordres de grandeur, et notamment des tchelles de temps et d'espace associ6es 
aux diff6rents ph6nomènes conœm6s pennet de dégager une hiérarchie de IllQdtles et de cerner 
les conditions d'apparition des divers comportements dynamiques (relaxation amonie ou 
entretenue, oscillations chaotiques ... ). Ce cours s'inscrit dans la continuité du cours prtcédent 
dont la lecture prtalable est recommandée. Celui·ci discute principalement le componement 
stationnaire du laser, on mettra par conl1e ici l'accent sur ses propriétés temporelles et spatio· 
temporelles. 

1. LES LIMITES DE L'tTUDE j GRANDEURS CA RACTtRISTIQ UES DES 
LASERS 

Un des modèles les plus simples de laser. celui des équations du bilan sera d'abord disculé et 
pennettra d'il!usl1er le point de vue adopté en dynamique des systèmes. On montrera ensuite 
comment les équations établies dans le cours prtc&lent peuvent être généralis6es de manière à 
prendre en compte la diffraction et les pertes. Le modèle plus complet qui en rtsulte sel"\lira 
alors de base à une discussion de la dynamique des différentes classes de lasers. 

Comme cela a élé exposé par C. Fabre, le laser est un générateur de rayonnement collérent 
par émission stimulée qui met essentiellement en jeu un milieu aClif placé dans une cavité 
optique. Souvent et par suite de multiples raisons, celte émission n'est pas continue mais 
présente un comportement périodique ou ml:me erratique: impulsions du laser 11 modes bloqués 
ou aUlomodulation du laser 11 absorbant saturable par excmple. Pour expliquer de tel s 
comportements, il convient d'inU"Oduire un modèle dynamique du laser, c'est 11 dire susceptiblc 
de dtcrire son évolution temporelle. Une lelle modélisation requiert bien sûr un recensement 
correct des diffüents phénomènes concernés et une discussion de l'échelle de temps el 
6ventuellement d'espace associée 11 chacun d'eux. Cest l'objet de la présente section. Le lecteur 
moins intéressé par les discussions des limites de ce chapitre pourra se reponer directement à 
l'encadr6 de conclusion. 

1.I Échelles d e temps (01,1 de fréquence) de la cavité 

En ce qui concerne la cavité, on distingue: 

- l'intervalle de fréquence entre modes longitudinaux.61JJ.. 
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Dvt." n~ 
pour une cavité en anneau de longueur L remplie d'un milieu d'indice de réfraction n, c est la 
vitesse de la lumitre dans le vide. Pour une cavité Perot·Fabry de même longueur , 

..::1.vt. = 2nL 

- l'imervalle emTe mtXks ITansveTses .1vr dont la valeur a été discutée au chapitre préctdcnt 

pour différents types de cavité, presente un rappon simple avec..::1.1.1z.. 

L 
..::1.vr'" Ll.1JL Arccos-

" où ZR est longueur de Rayleigh définie au chapitre prtcédem . 
. la largeur de rbonanu de la cavilé .1ue eSt égale 11 l'inverse de la duree de vie Tc des 

photons dans la cavi té. Elle est liée de façon simple au taux de dtcroissance /( du champ 
élecuiquedans la cavité 

J 
2 MUe = .1"1; = Tc z 2 /( 

Dans les premitres sections de ce chapitre. on se place dans le cas où ..::1.ue <..::1.1.>r < ..::1.uL. 
Cene restriction sera levée dans la dernitre panic du cours où l'on discutcra la dynamique 
spatio-temporelle des lasers. 

1.2 Échelles de temps du milieu actif 

En ce qui concerne les tchelles de temps relatives au milieu actif, on distingue essentiellement la 
largeur homog~ne rab, inverse de la durée de vie du dipôle microscopique et la la rgeur 
inhomQgtne ..::1.ruin h caractérisant la largeur de la distribution des fréquences de résonance 

atomique w". Le componement dynamique des lasers est aussi reg; par l'inverse de la durée de 
vie des populations des niveaux atomiques que par souci de simplicité, l'on choisit tous égaux 

id = i! S! r. Par suite de la nature des phénomènes de relruc:ation. on peut d'ailleurs démontrer 

que rab> r. Toujours dans le souci d'explorer le modèle le plus simple possible, on se limite 
aussi dans ce chapitre à la modélisation des lasers à élargissement homogène, c'est à dire pour 
lesquels l"élargissement inhomogène .1at.h est négligeable par rappon à rab. 

1.3 Hiérarchie des échelles de temps 

La situation la plus simple com:spond à celle du laser monomode en anneau pour lequel la 
cavité est plus sélective que le milieu actif, c·est à dire Ll.vr, .1vL» /( . Si la rransmission des 
miroirs est suffisamment faible, la repanition du champ électromagnétique est alors unifonne 
dans la cavité. L·amplitude du ch.amp électromagnétique est quasiment constante le long de 
l'axe de la cavit6, c·estl"'approximation du ch.amp moyen". En pratique. la condition de laser 

mollOmode requien aussi que les désaccords oS., el Oc entre la pulsation {JJ de ce champ et les 

pulsations de resonance atomique % et de la cavité Wc soient faibles devant les écans entre 
modes de telle sone qu·un seul mode soit excité à la fois. La h.iérarchie des temps et pulsations 
est alors telle que 

(1) 
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POUt de tels lasers monomodes, en anneau et il tlargissement homogtne, la dynamique eSt 
donc condi!îonnte par les valeurs relatives des nois paramètres y, IÇ et y .. b, données du 

dispositif utilisé, les dtsaccords <t et Ôc pouvant en gt~ral être réglt5 expérimentalement 
On utilise ici le principe d'élimina!Îon adiabatique des variables rapides qui peut s'exprimer 

de façon lapidaire: "les variables lemes asservissent les variables rapides". Plus précisément on 
considtre que ces dernières relaxent trts rapidement vers leur état d'tquilibre instantant et 
disparaissent donc de l'tvolution du système il long terme qui est dominée par les seules 
variables lentes. La comparaison des ordres de grandeur relatifs des COnStantes de relaxation 1( 

du champ, rab de la polarisation el r des populations dans les lasers effeclivemem renconués 
conduit il distinguer trois classes de lasers: 

- Lasers de classe A ( 1( «1. rab). Les variables atomiques relaxent alors rapidement 
vers leur valeur d'équilibre el la dynamique du laser eSt rtgie par la seule équation du champ. 
Cest le cas des lasers He-Ne. Ar", colorant. 

- Lasers de classe B (1. 1«< Y<lb ). La relaxa!Îon de la polarisalion est très rapide par 
rappon il celle des autres variables dynamiques (champ, populations) qui régissent donc seules 
la dynamique du laser. Cesile cas des lasers les plus couramment utilisés (diode, CÜ2, YAG). 

- Lasers de classe C ( r '" 1( '" rab) . Quand IOUles les variables évoluent à la même 
échclle de temps, on ne peut éliminer aucune d'elles, le m<:?èle a la complcxité maximale. Cest 
le cas des lasers infrarou~e lointain il ammoniac 00l exemole. 

En toute rigueur. les arguments développés ci-dessus ne SOnt valables que pour les lasers 
monomodcs en anneau. Pour les autres situations (mul!imodc, Perot-Fabry el/ou élargissemem 
inhomogène), il convient d'effectuer prudemment rélimina!Îon adiabatique des variables 
tapides!.2 . En dtpit de ces restrictions, la dis!Înction des trois classes de lasers garde sa 
pertincnce dans les cas plus complexes. 
Comme on vient de le voir, les lasers les plus rtpandus sont de classe B. Leur componement en 
régime monomode est donc décrit par le systtme d'équations coupl&:s reliant la différence de 
population des deux niveaux et le champ ou la densité d'énergie é lectromagnétique intrOduits 
dans le cours de Claude Fabre (cours de C. Fabre préctrlent) el que nous analysons dans un 
point de vue de dynamique au paragraphe suivant 

2. LE MODÈLE DES ÉQUATIONS DU BILAN 

2.1 Rappel et passage en unités réduites 

Les tquatlo!ls du bilan relient la différence de population NINJ des niveaux a et b et la densité 
d'énergie électromagnttique u dans le milieu actif comme cela a tté démonlrt au chapitre 
préctdem 

(2.a) 

1 U peut ~trc abusif d'~limincr adiabatiquemem uoo variable sur III base des seu ls ~s de grandeufs pmscntés ici. 
JI coovient en fait de ~termioo. les modes PfIJIlm' dynamiques du syStème. Il se peut en effet que comme dans 
des pendules coupl~, uoo com binaison de variables rapides donne naissaoce ) u"" variable lente. La 
détermination des"~ propres" du syst~me d)'lW1lique permn d·idemifie. vari~t~ lemes cl rapides el de 
proctder, en IOUle s6curilt, IIl"élimination adiabatiQue des vario!lés rapides. 
2 La pOsc en compte des oodes swioonnaires dans un laser. cavi~ Ptrot-Fabry. de l"tlatgiS9Cment inhomogè"" 
OU du cat3Ctère mulûmode de rtmission intrOduit de nouvelles 6::heUes (spoûo).!emporeUes dans le modèle: et 
!lb.;usite don:; elle lUi<'!i une approche "!'6::iflQue de I"~liminaûon adiabatique. 
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"" " B - :·-+ - NtxJu 
dl Tc hI1J 

(2.b) 

" où N ba est l'inversion de population en champ nul, c'esl à dire, en adoptant les notations du 

chapitre préc6dent, 

N: • Nb" _ N" • N ((Ab) _ t" ) } 
ua a '" ra 

(cf. éqs. IS · 17 cours de C. Fabre pl"tcédenl) CI B = BU = B/2 est le coefficient d'Einstein. 
Dans l'équation de population (2.a), le premier terme droit l'émissioo stimulée elle second les 
processus de pompage CI de relaxation. Dans l'équation de la lumihe (2.b), le premier Icnne 
traduit les pertes du laser (eq. 43 COUTS de C. Fabre prtcédent), transposées dans une 6:helle 
d'énergie elle second d&rit!a production de photons par émission stimulée, la production d'un 
photon s'accompagnant d'une Tiduclion de deux uniltx de la différence de population. 

Un changement de variables évidem perme! de passer aux variables adimensiOllnelles m et {II 
décrivant respectivement l'intensité lumineuse el la différence de poPulation 

dN 
-=A-N(III+J} 
d, 

dm",Cm(N _ l) 
d, 

(3.a) 

(J.b) 

où T est le lemps en uniti!s de ri. G" 211:/ r "Tlrre fixe le rapport des i!chelles de 
relaxation des deux variables dynamiques m et N. 

En di!pit de sa simpl iciti!, le syst~me (3) n'admet pas de solution analytîque. II pennel 
cependant d·acc6jer à cenaines proprii!Ii!S physiques du laser. Ainsi on le Itsout facilement en 
Itgime stationnaire et on i!tablit donc les solutions d'i!quili~. On effectue ensuite une analyse 
de stabiliti! lini!aire de ces solutions pour di!limiler leur(s) domaine(s) d'{in)stabiliti! et 
di!termineT le componemcnt dynamique du laser pour de petites variations autOUfde l'i5quilibre. 

2.2 Solutions s ta tio nna ires 

Les siluaùons d'i5quîlibre du laser correspondent aux solutions stationnaires des i!qualions du 
laser, c'est à dire telles que les di!rivœs des variables soient nulles. 
Le syst~mc (3) adm:t deux solutions stationnaires 

- la solUlion triviale (ou OFF) 
- une solution non triviale (ou ON) 

m"'O 
m=A -1 

(4) 

La premi~re correspond à l'absence d'i!mission (m '" 0). L'inversion de population est alors 
i!videmment i!gale 11 sa valeur en champ nul A .. 

La solution non triviale (Laser ON) n·a de sens physique que pour A suptrieur à 1. 
L'i!mission laser n'existe que si le pompage di!passe un cenain seuil pris comme rtfmnce. 
L"inversion de population sature alors à sa valeur au seuil (N '" l, dans le syst~me d·uniti!s 
riduites choisi ici). 

n _rlsumt, sous e seu,r (1 < , seille a so ul,on ~t:t eXISte, IQ.ndls qu au 
delà de celui -ci (A > 1), deux solulions d 'iquifibre coexistt nt. Pour 
di lerminer celle qui sera eff ecli vemt n' observit, on effeclue une analyse de 
slabifitl linéaire ct ui est ('ob ·tl de la sec/ion su i ~Qntt. 
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2.3 Analyse de s tabilité linéaire 

L'analyse de stabilité linéaire consiste à déterminer l'évolution de petites variations autour dcs 
équilibres. Si l'équilibre est stable, ces variations s'amonissent avec le temps, elles divergent 
dans le cas d'un équilibre instable. 

En pratique, on linéarise le système différentiel concerné au voisinage des solutions 
stationnaires 0, c'est à dire que l'on pose 

m"'iii+e.. 

N '" f./+ f:N 

où ni et N sont les solutions stationnaires donn~es en 2.2 et l'on ne garde dans les 
équations d'évolution que les tennes du premier ordr~ en e. Le système (3) prend alors la fonne 

de", or Tt" Ge",(lv ·J) +GiiicN 

de,; T'" -Re", ·(iii+J)f:N 

Ce système différenli~1 lin~aire du premier ordr~ à coeffici~nts constants s~ rtsout 
simplement. Remarquons tout~fois qu'il n'est pas né<:~ssaire de le résoudre explicitement car il 
suffit de connaltre le signe des racines de son équation caractéristique pour ~tablir la stabilité des 
solutions stationnaires. A titre d'exemple pour illustrer la méthode, on traite ici l'analyse de 
stabilité linéaire de la manirne la plus g~nérale. Pour cela, on pose 

Cm et eN évoluent au voisinage de leurs valeurs d'équilibre sous fonne d'une combinaison 
d'exponentielles dont les taux sont les racines 1 de l'équation caractéristique de la matrice L 

Ikl/L - ~ /"o 

Pour la SOlution triviale (iii '" 0, FI "" A ), les valeurs propres SOI1l respectivement - 1 et G(A­
f). La seconde n'est négative que sous le seuil (A <: 1) tandis que la première l'est tOujouTS. La 
solution triviale n'est donc stable que sous le scuil et instable au delà. 

L'équation caractéristique associée aux valeurs stationnaires de la solution non nuHe 

12 + A1+ G(A-I) '" 0 ,S) 
se résout facilement. En fait on peut établir directement le signe des deu~ racines: celles-ci 

SOnt négatives si leur somme S" - A est négative et leur produit P '" G(A-/) positif. ce qui est 
le cas au delà du seuil (A > 1). 

En r.e_~um~! 'f. S~!~flOn Irma e . (':.~I'! est St~./)f~ au _ a~ssous du seul, tnsta?,~ 
ou delà el 10 solution non nulle (ON) est stable dons tout son domain e 
d'existence c 'est à dire our A > 1. 

L'ensemble de$ résultats de l'analyse de stabililé linéaire eSI schématisé à la Figure 1. 
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m 

N 

o A 

FigUN: 1 : EvoluûOIl dt 1',ntCOsité m el de l'inversion de populalion rtduites pour 1 ... doux wlUlOons des 
6qll3lioos du bilan. Traits pleins: solutions stables, poinûU~s: .'lOlutions instables. 

L'ér:rÎtlUt: expliôte ~s solutions dt: l'équation de stabilité dJj laser ON sous lolorme 

- A ± {A2 _ 4G( A _ J )]112 

2 
(6) 

monlJe que comme dans la plupart des lasers G eSI ~s su~rieur à l'unité, la quantité sous le 
radical eSI négative el le retour à 1'équilibre sc fail de mani~re oscillatoire amortie avec une 
pulsation {1, '" [C(A - /Jla. 

Remarque: L'exis tence d'oscil!ations de relaxation amorties dans ces lasers laisse présager 
d'effets de rtsonancc quand on modulera l'un des paramtUtS du laser. Il faut noter que celte 
résonance eSI d'origine puremen! dynamique, c'est à dire que la valeur de f2r "'CS! pas lite à 
une seule des variables mais qu'elle dépend à la fois des constantes de rela;,;ation du çh.amp Tc 

el des populations r En unitl!s physiques. n, vaUI en effel rif cfA-1 JlI I2 _ Ceci correspond à 
des oscillations dans le domaine 1()4 - 105 Hz pour la plupan des lasers an el YAG el leP Hz 
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pour les diodes laser. Ces aspc<;ts de rtsonance app;lll\issenl aussi dans l'analogie mécanique 
prtsenu!e en Annexe 4. 

2.4 LI:' sl:' uil du laser cons idéré comme une bifurca tion 

Il eSI i i 
]' 

1 
r 

1 i t de stabi lÎ!~ lin6aiJe. Remarquons d'abord que 
som donc nuls au seuil. Or ces coefficients renseignent sur la rapidité 

de retour à l'équilibre du système. Les temps associts som inversement proportionnels aux À. et 
la dynamique du laser se ralentit dramatiquement au voisinage du seuil. Le laser au seuil 
préseme en fail une "bifurcation transcritique" et comme tout système au voisinage d'une 
bifurcation prtsente l'effet de "ralentissemem critique". On peut aussi montrer que la criticalité 
s'accompagne d'une augmentation dramatique des nuctuations. 

Dans le modèle discut~ ici,l'~mission spontanée est négligée. Si celle-ci est incluse dans les 
équations, la bifurcation devient imparfaite ct perd son caractère critique. Ce ph~no~ne tout à 
fait n~gligeable dans les lasers CO:l peut devenir important dans des lasers comme les lasers à 
diode ou les lasers à fibre dopte en raison d'une collecte efficace de l'~mission spontanée dans 
les structures guidantes. L'~mission spontan~e peut alors rtduire de façon cons~quen!e le 
ralemissemem critique. 

Noos verrons à la section 3.5 un aUtre type de bifurcation, la "bifurcation de Hopr'. Cest 
l'objet de la théorie des bifurcations de recenser les diff~rents types de bifurcation et d'en 
étudier les propri~t~s. Gràce aux apportS de cette th~orie. il est possible d'étudier 
analytiquemem le componement dynamique du laser au voisinage et même parfois loin des 
situations d'équilibre. 

2.5 Es pace des phasl:'S 

Le comportement dynamique d'un système peut être reprtsenlé géométriquement dans un 
espace rapponé aux différentes variables, par exemple E, P et N et que l'on nomme "espace des 
phases". L'état instantané du système y est reprtsenté par un point don! les coordonn~es sont 
les diff~rentes valeurs prises il. un instant donn~ par les variables relevantes. L'~volution du 
système consid~rt y est reprtsemée par la succession de ces points qui forment la "trajectoire" 
dans j'espace des phases. Les états d'équilibre sont les points fixes de ces trajectoires. 

Dans le cas des lasers de classe B modé!i~s par les équations du bilan, le système admet 
deux variables dynamiques m et N el l'espace des phases a deux dimensions_ On peut alors 
reprtSCnter l'évolution du laser par une courbe dans le plan (m • N ). La figure 2 donne 
l'exemple d'une trajectoire associée 11 la mise en route du laser. L'~tal initial correspond à une 
inversion de population No et une intensi t~ quasi nulle (N ~ 0) et le laser ~volue de façon 
oscillatoire amortie vers l'~tat stationnaire flTlal (m .. A - 1 ; N =:1). 

La dynamique des systèmes appone un certain nombre de rtsultats qui limitent le type de 
comportement que l'on peul observer dans un laser suivant sa c lasse (voir annexe 1). En 
paniculier pour les systèmes 11 une variable comme les lasers de classe A, on ne peut obtenir 
que des points fi xes, c'est il. dire des intensités constantes. Pour les systèmes 11 deux variables. 
ici les lasers de classe B, les componcments asymptotiques, c'est à dire en temps infini sont, en 
sus des points fixes, des ~volutions ~riodiques associ~s à des cycles dans l'espace des 
phasesJ . Enfin pour les lasers de classe C, la trajectoire se déploie dans un espace 11. trois 

3 Cec:i t<!sulte du \llb;)rtrnc de Poincar.!-BendixOll qui ~tabli( que tes Sf'uts componemcnlS lSymplOliques des 
sy~ltmes à deux dimensions som les poinlS fixes et les cyctes limites. c·CSt} dire des comporttmCnlS puremem 
ptriodiques. 
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dimensions et J'on peut observer des comportements quasi périodiques, c'est à dire faisant 
intervenir deux fréquences incom~nsurables ou mê~ au chaos déterministe. 

m 

A - 1 

"igu rt 2 : T'ajeçtoire dans l'espace des phases (N .ml d·un taser de classe B. 
Lt laser t~olue de manitre oscitlaloire amortie vers son tquililllt 

2.6 t limination adiabatique des populations. Démarrage de l'oscillation laser 

Dans les lasers pour lesquels la relaxation de la population eSt très rapide par rapport à 
l·amortissement du ehamp (G « J ), les populations atte ignent leur ~aleur d·tquilibre 
instantané en un temps négligeable par rappon au champ. On peut alors remplacer la variable 
dynamique correspondante N par sa valeur d'équi libre. C'est l'applicaTion au~ lasers du 
"slaving principle" qui peut s·énoncer de façon lapidaire: ·"les variables lellles asservissent les 
variables rapides·· ou de façon plus physique, les variables rapides atteignent en un temps très 
court leur position d'équilibre instanTan& qui est régie par les variables 1ellles. PratiquemenT 
dans un système comportant des variablcs évoluant à des tchelles de temps différellles, on 
remplace dans les équations les variables rapides XR par leurs valeurs d'équilibre instantané, 
c'eST à dire les solUTions de 

dXR -0 '" -
Dans le cas du laser dit de classe A, 1« < r et on peut donc remplacer la variable rapide N 

par sa valeur d'équilibre et ne retenir que l'équation qui en résulte pour la variable lente m . On 
pose donc 

dN .. 0 
d, 

. N A 
SOIt .. m+ J 

Il faut bien noter qu·i! s·agit là d·une valeur instantan&, m restant une fonction lentement 
variable du temps. En réinjectant celle valeur de N dans l'équation d'évolution de m, on en 
d~uit l'équation dynamique de l'intensité 

dm A 
- :Gm(-·I] 
dr m+l 
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Si l'intensit~ est suffisamment faible on peut d~velopper le d6tominateuren puissances de m 

dm ... Gm{A - I - Am] 
d< 

6quation diff~rentielle que l'on peut rt~crire, compte tenu de la proponionnalit~ de m et de 
l'intensité 1, sous la forme 

dl 
dt",(a - fJl)1 (7) 

où a est le gain net par unit~ de temps et fJ un coefficient qui traduit la saturation, c'est 11. 

dire la réduction du gain li6: au champ laser. 
L'int~gration de (7) donne 

1 (1) '" al" exp al 

a - fJ/,,+ (JI" exp al 
~ --=-'''''''p'------a 

J. (-- - 1) exp-al 
p J, 

(8) 

Cene loi décrit la croissance de l'oscillation laser il. partir d'une valeur initiale 1". Aux temps 
courts, la croissance est e;otponentielle (en a·1 ) et elle salUre au;ot temps longs comme le montre 
la Figure 3, 

Intensité 

a(~ 

o Temps 

Fi~ ure 3: Monltcen oscillation d'un la$er de classe A dans le cal; OÙ l'in\eJlS;lt initiale est tWi faible. 

On calcule facilement le temps de délai Id, temps nécessaire au laser pour 31teilldrc la moitié 
de l'intensité slaliolUuure: 

J a 
'd = - Lcg(- - J) 

a fil, 
J a 

.. -LQg(-) 
a {JI 1} 
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dans le cas du d~ma.rrage du laser sur son émission spontan~e (J,,« ~) et le temps de 

montée (10 %·90 'h), lm prend une forme simple , 
lm = -wB 9 

a 
De la mesure de ces deux quantités (Id et lm), on déduit immédiatement le gain adu laser et 

['intensité initiale ft). Dans la plupan des lasers émeuanl dans le visible, celle-ci eSI due aux 
f1ucruations du vide, le laser déclenche alon sur un bruit dom on peut retrouver la statistique en 
inversant les données issues des mesures sur les délais. On suppose alors que ]"tquation 
d'évolution est purement déterministe, ce qui est contradictoire. Pour être cohérent, il convient 
d'établir l'équation de Fokker-Planck du laser. En fait le caractère aléatoire du champ n'apparaît 
que dans les [out premiers instants suivant le démarrage, la CI"Oissanœ en exp (a t) assurant très 
vite une densité de photons pour laquelle un modèle dttenniniste est valable. 

L'tquation d'tvolution de 1 possMe une gtntralitt dtpassam largement le cadre de 

l'oplÎque. L'&:riture de l'&zuation (7) sous la forme *" '" a 1 - f3 1 2 montre qu'on peut la 

consiMrer comme le dtbut du Mvelop~ment en strie d'une fonction s'annulant en ttro, 
dtcrivant donc un &zuilîbre (1 = 0) chOIsi comme origine. Il s·agit en fail du mod~le le plus 
simple d&:rivant les phtnom~nes de croissance-saluraIÎOI1. La solution (8) dfcri! ici le passage 
d'un fiat d '&zuilibre instable (1 '" 0) à l'ttat d'&zuilibre slable (/ '" a/fJ) pour un syst~me 
dynamique à une seule variable. 

J. ÉQUATIONS DE BLOCH-MAXWELL DU LASER 

L'objectif de cette seclÎon est d'ttablîr un système d'~qualÎons difUrenlÎelles exempt de 
cenaines approximations utîlistes dans la section pn!c&lente el touchant aux car3clbisliques 
temporelles (par exemple rab» 1'a, Th) ou spatiales (diffraction ntgligeable) du laser. On est 
donc ament à rcconsidtrer l'ferilure des tquations du laser sur des bases plus larges que 
pn!cédemmcnt, en y ir>eluam en panieulier la dynamique de la polarisation ditlccnique dans les 
&zuatiOlls du milieu (&zuations de Bloch) etl'influen<:e des effets transverses dans les &zuatiOlls 
du champ (&!uations de Maxwell). 

3.1 Équations du champ 

Les &juations de Maxwell a ppliquas à un milieu non magnttique obéissant à la loi d'Ohm 
~ ~ 
j '" 0" E permenem d'écrire 

~ ~ 
--+ --+ --+ --+ ëJB ëJ --+ --+ il) 

roi (roI E) =rol (. a'= -JJ.,;; rOI Ü + aï) 
En développant à l'aide des formules classiques 

--+ --+ --+ --+ --+-+-+ 
f'Ol (roI E ) '" grad (div E ). aE 

pour un champ polari!it lintaîrernent, et un milieu isotrope on aboutit donc à 

.L (JE _ <1E + GJJ<, ëJE _ _,_ iFp 

'" '" " - -"'" '" 
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On projette les champ et polarisation sur un mode propre de la cavité vide (cf. Ch. 1), c'est à 
dire que l'on sépale dans Iwrévolution les panies lentement variables de l'oscillation rapide à la 

frtquence roc de la cavité. Soit 

E = ~~(r,z,I)t'.lpi(rocl.b)+C.c. (9) 

p '" ~ f>(r,z,l)exPi(Wcl-tzJ+C.c. 
Les effets de tirage de frtquence (frequency pull ing) apparaissent alors dans la dépendance 

lemporeUe de tIr, z, r) . On développe ensuite les dérivées par rappon à l'espace el au temps. 
A l'aide de l'approximation de l'amplitude et de la phase lentement variables4 , 

a't il; a't il; 7ht « k Tz ; ar« (J) c-aï (10) 

(li) 

A révolution du ChanlP liée à la propagation el au couplage avcc le milieu actif, il convient 
d'ajoutC1" des termes renétantl"interaction du champ avec la <:avité, Dans un premier temps, on 
considtre que celle-ci agit à la fois sur tes pertes et en privilégiant certaines fréquences 
d'osci1!ation, en d'autres termes qu'elle se <:ompone comme un résonateur avec pertes. 
L'équation <:omplèle d'évolution du champ devient 

1 

J_ al + at + ! ~ _ L d.1t = iroc p 1 

_ c iJ/ az c 2(\)< 2fd: _ 

où le coefficient de pcnes peut prendre en compte celles liées au couplage soil 

~ 0 c 1 
- =- +-Ln(--) 
C Eo L RIRz 

et RI et Rz sont les rocmcients de réflexion des miroirs fonnant la cavité laser. 

3,2 Équations de Bloch 

( t2) 

Partant des équations de Bloch du systtme établies au chapitre précMent (Eq.7 du Cours de 
C. Fal::no pr6;6:Icnt) 

on exprime les cohérences dans le référentiel tournant à la fTtqueoçe roc du développement 
du c hamp (9) 

et en ne retenant que les termes séculaires dans l'équation d'évolution de ~ 

4 Dan. cetle approximation, on suppose que l'amplitude et la lJhaSe de ronde vllliem peu li J'&:helk: de La 
tongueur d'onde et pero::Iant une ptriode optique. 
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Pour la grandeur macroscopique 1>. on aboutit donc 11. 

I ~ '" i ((/)o • illC}P, YabP + i~ (01)1> . uaa) NI 
De même pour l'équation de population 

d(u(JQ - (1l>b) iEd · . 
dl = h {tf(!)r!aru· e-'<!.Idaool· YaO""" + "'ObI> + A., - At, 

(13) 

où le premier terme décrit l'interaction lumière-matière et les termes suivants les effets du 
pompage et de la relaxation. Dans un modèle où rD = n. '" y, on obtient pour la densité de 

différence de population Nab = N (a"" - Obb) 

~Iqb = *fE*P . EP· J- rfNab -tl;jl (14) 

J.J Équations de Bloch-Maxwell du laser. Modèle de Hahn-Lorenz 

Plusieurs changements de variables ont été proposts pour mettre ce système sous une forme 
adimensionnée. On adopte: ici les notaTions de: A. C. Newell Ct J. V. MOlaney' . Il existe: 
d'autres changements de variables menant 11 des équations parfois mieux adaptées à la 
résolution de cenains problèmes (voir Anllexc 2). 

~+(1 +/ fl)p = (r-n)e 

où le temps tst un temps réduit en unités de rab et 

< cr=:-
r .. 

~·wc 
f1 '" , 

r .. 
b '" L 

rob 

(15) 

, = 

Si on néglige la dépendance transverse (a '" 0), le sysŒnx: se réduit à un ensemble 
d'équations différentielles ordinaires pour lequel on peut appliquer la même déman:he que celle 
développée pour le modèle des équations du bilan. Il prerKlla forme6 

ace'" - <Je + <Jp 

5 A, C, Ne......:!! el J, v, M(l!oney, N<>nli""ar Oplics, Addison·W~lcy (Redwood City), 1992_ Attenlion a pat 
elemple, CSI maintenant le \au de d6:;roissance dn champ dans la cavi~ en nnilts de rab el non la condllCtivi~ 
cooune dans la premitrc partie dn texte. 
6 dans la suife on u@semlaootationaUtt«"c.,ikik 
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Jt;.P= (,-n)e - (1 + i D)p 

1 
Jtn::: -bn + ï(e.p + p. e) 

53 

(16) 

Dans le cas de la cavité accord~ (0 = 0), ce système: est &juivalent au système: intrOduit par 
Lorenz en Physique Aonosphérique. Ce modèle a servi de paradigme pour l'étude du chaos et a 
fait l'objet de travaux extensifs7. La fonnulation ci-dessus a été introduite par Haken qui a 
justement noté que, de manière SUTJlrenante, ce modèle est manifestement inad&juat pour 
modéliser la circulation atmoSphérique mais qu'il s'avère remarquablement efficace pouT décrire 
cenains lasers li deux niveaux. 

3.4 Solutions stationnaires et conne"ion aux équations du bilan 

U système (1 6) admet deux solutions stationnaires 

- la solution a"iviale ê '" P "' ;' '" 0 qui devient instable il! T = Tc = 1 + 112/(0+ 1)2 ou ce qui est 
équivalent 

OJcdlNo _ J + f «(1)0 - WcJj' 
24J/df rab l (U+/)rab 

et 1"00 retrouve \"inversion de population au seuil Ne du chapitre 1. 
- la solulion lasante 

[

.] [ ~J ,.01""1"" n, ] 
~ =: (1 - i::'/Nb<'-'cJe-'(oQ)I(Q+]il 

, - 'c 

(17) 

(18) 

Avant de disculer la stabilité de cene solution, il est ulile de comparer le résultat obtenu li 
celui du "bilan", 

- Le modèle de Bloch-Maxwell incluant une description plus complète de l"interaction 
lumière-matière, fournit la dtpendancc du champ émis avec les désaccords entre les fréquences 
de cavi té et a!omique. Il donne de plus des infonnations SUT la phase (fréquence) du champ 
émis. 

- Le modèle des équations du bilan se déduit simplement de ce modèle en éliminant 
adiaootiquementp, c'es! li dire en le remplaçant par sa valeur d'équilibre 

_(, -n) e 
p - /+iD 

dans les équations de e et n ,soit 

qe=-ae(l- ('-flJ I 
l+iD 

dl,,=-bn+lel1 (,- n ) 
1 + {"J2 

La densi!é d'énergie élecuomagnétique est proportionnelle li /e/2 

1 1 1 1 
{r.nJœl 

dl e 2=ed,e·+e·qe",.2CJ e 1+ _~ 
1 .. , 

(l9.a) 

(19.b) 

(20) 

1 V<lÎJ par c.>:tmple le livre de C. Sparrow. Tire Lo"" .. ~qu(l/ilJM: BifUlY."aliotlS. CIIoos Dnd S"ange AllraClors 
(Springer-Verlaf::. ~w-Y<rk)(1982). 
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Ce systtme différentiel est donc ~uivalen! au systtme (2) moyennant un ch.angement de 
variables simple. 

3.5 Analyse de stabililé linéaire et Inslabililé de Haken·Lorenz 

La stabilité des solutions stationnaires du sySttme complet peut être différente de celle du 

systtme d'~uations du bilan. Dans le cas de la résonance el<acte (fl '" 0), e et p peuvent être 
ch.oisis réels et l'analyse de stabilité linéaire de la solution non nulle ramenée comme pour le 
système dcs ~uations du bilan. à un systtme différentiellintaire. En ne gardant que les tennes 
d·ordre E, 

qf".e"'.cJG: +Œp 

qEp = (r· iV e." . Ep. e e" 

qe"",.be,,+eep+p~ 

où e.", Cp, E~, SOn! les écans par rapport aux solutions stationnaires i, p., 11 • Soi! sous fonne 
matricielle 

+ q 

J 
, 

o ][;. ] - , 
- b 

La résolution de ce systtme nécessite celle de son équation caractéristique 

.V+ 1 2(b+0"+J)+).b{r+0")+2ab(r·/)=0 (21) 

Comme on ra déjà vu, l'analyse de stabilité linéaire ne requiert pas la solution explicite du 
systtme car il suffit de connal!re le signe des panics lielles des racines ~ de celle équation pour 
établir la stabilité des solutions stationnaires. Ces solutions ne sont stables que si les panics 
r6elles Ré (1j) SOn! toutes négatives. Le crittre de Routh-Hurwitz (voir Annexe 3) appliqué à 
une équation du type 

., 
(22) 

établit que les racines de celle équation ont des parties réelles IOUles négatives si et seulement 

(JI > 0 

(J/(J2 - a3>O 

a3 > O. 
Ces conditions appliqu6es au polynôme (21) prennent la fonne 

(b+u+J»O 

(b + 0"+ 1} b{r+u) - 2 ob(r-I) > 0 

2 ab(r-l) > 0 
La première condition eSI toujours vérifiée, la troisitme indique que le laser doit être au 

dessus du seuil d'oscillation el seule la seconde condition apporte un élément nouveau. Remise 
en fonne, elle indique que le laser devient instable si 
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b ... / ... 3u 

" u· (b ... /) 

01" la condition de seuil impose.:> l, ce qui implique que I~négalitt 

u:> (b ... J) 

55 

(23) 

soit vtrifite pour que le laser puisse devenir instable au delà du seuil. Compte tenu de la 
définition de (J et de b, ceci peut s'~re encore 

Dr 
L'instabilité de Haken·Lorenz ne peut donc se dtvdopper que dans un laser où le laux de 

pertes de la cavitt eSI supérieur 11 la constante de relaxation des populations. Ces! le concept de 
"mauvaise cavitt", une "bonne cavité" étant par convention celle où le champ relaxe moins vite 
que les variables atomiques. 

On peut aussi discuter analytiquement la nature de cette insl3bilité. Ainsi la déstabilisation 
des oscillations amorties du laser vers son état d'6quilibre non nul se traduit mathématiquement 
par le fait que la panie réelle des deux racines complexes conjuguées change de signe et donc 
s'annule à la bifurcation. Pour établir la fr6:juence correspondante, il suffit d'écrire le polynôme 
caracltristique sous la fOllll(: imposant deux racines imaginaires pures 

(24) 

et d'iden tifier à la forme(22), L'identité de cette équation avec l'6quation caractéristique 
permet de retrouver la position de bifurcation(23). On établit aussi que les oscillations se 
produisent à la pulsation OOH = [b(J'+o)J112, Une telle bifurcation où le point attracteur se 
transforme d'une situation de foyer stable en foyer instable est appeMe "bifurcation de Hopf' el 
constitue un autre cas générique de bifurcation, 

L'instabilité de Lorenz·Haken est susceptible de se manifester dans un laser dont la 
dynamique est régie par le système de Lorenz (16) mais n'apparaît pas dans le système des 
6quations du bilan (3), ce qui eKclut de fait tous les lasers qui comme les lasers monomodes 
C0:2 et YAG sont correctement décrits par ces 6qu3tions du bilan. A l'heure actuelle, seuls les 
lasers moléculaires infrarouge lointain comme le laser 11 anUllOniac présentent l'instabilité de 
Haken·Lorenz. 

On a vu à plusieurs reprises que l'élimination adiabatique de variables dynamiques comme la 
polarisation P ou l'inversion de population N permettait, dans le cas où les échelles de temps 
concernées s'y prétaient, de simplifier les modèles requis, Au contraire la possibilité pour le 
laser d 'osciller simultanément sur plusieurs modes transverses augmente singulièrement la 
complexitt des modèles el engendre d'éventuelles instabilités supplémentaires. Alors que dans 
le cas monomode, des modèles ordinaires comme ceux donnés par les systèmes d'6quations 
différentielles ordinaires (3) ou (16) s'avèrent souvent suffisants, la prise en compte des effets 
transverses conduit à des systèmes d'équations aux dérivées panielles du type (15), 

4 MODÉLISATION DES LASERS MULTIMODES 

Avant de modéliser de tels lasers, il convient de spécifier le nombre de modes intervenant dans 
la dynamique ou pour le moins d'en connaître un ordre de gr.mdeur. Si seul un petit nombre de 
modes est concerné, on peut développer les variables intervenant dans les 6quations de Bloch· 
Maxwell su r la base fournie par les modes de la cavité vide el l'on aboutit à un ensemble 
d'6quations différentielles ordinaires couplées dont le nombre augmente avec celui des modes 
mis en jeu, Cette approche devient rapidemenl impraticable même numériquement dès que plus 
de 100 modes entrent en compétition, La décomposition modale n'est alors plus peninente el il 
convient de considérer dans ce cas les grandeurs physiques comme des variables continues de 
l'espace et du temps, Ces deux approches SOIII présentées succinctement dans celle section. On 
discule d'abord de la dynamique d'un laser de classe A bimode puis on établit les bases de la 
méthode des 6quations d'amplitude pour les lasers fortement multimodes au voisinage du seuil. 
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4. 1 Un exemple de dynamique d' un laser fa iblement multimode ; le lase r de 
classe A bimode 

Dans les lasers de classe A. populations ct polarisation on! été éliminées adiabatique~m ct la 
dynamique l'SI ligie par la seule équation d'évolution de l'intensité (cf.2.6), soit pour un laser 
monomodc: 

(7) 

Pour un laser bimode, on peut généraliser cene équalion en tenam compte de la saturation 
croisée. c'est 11 dire de la réduction de galn sur un mode liée 11 la présellCe du champ dans l'auut 
mode. Le mod~le le plus simple d&:rivanl Je laser bimode l'SI alors de la forme 

~ '" (a J - fJh - 01212Jft 

~= (a2 - fJ1I2 - (J21 I /) ll (25) 

où les lermes 8/zlz el (hl /J reprtsemeru la saturation du gain pour un mode liée 11 J'imensité 
existant dans l'autre (saturation croisée). Ces tquations admettent trois types de soluliOl1s : 
- la solution triviale Il''' /2 '" 0 
- les deux solutions lTIOfIomOOes Il'' 0; /2 = a 2/lh 

" fJ = (l.J/{J, ; /2 = 0 

- une solution bimode Il = a2812 - P2a l _ ~ 
82J8/2 - {3J{32 I -C 

avC(: a'i = al' fhJaz/1h etC : 821612 
Mlz 

et pour 12 l'expression corresporKIante par permutation des indices 1 et 2. 
L'analyse de stabilité linéaire menée de manière classique pennet de dttcnnincr la stabilité de 

ces solutions. Pour chaque couple de sollllions, on pose 

j:lou2 

où les I,s sont les solutions stationnaires définies ci-dessus. On repone dans les tquations et 
on procède comme en 2.3 en se limitant aux termes du premier ordre en €. 

En ce qui concerne la sollllion aiviale, l'analyse est directe; elle monu-e que comme pour le 

laser monomode,la solution OFF est stable sous le seuil de chaque mode, c'est à dire pour aJ , 

az < 0 el instable dans le cas où l'une de ces conditions n'est pas remplie. 
Ut solution bimode cst stable au delà du seuil de c haque laser ilia condition que C soit 

superieur à l'unité et instable dans le cas conlr.lÎre. 
Suivant la valeur des paramttres, le syst~me au delà du seuil évolue vers la solution bimode 

ou vers L'une des solutions monomodes. 

4.2 Équation d 'amplitude pour les lase rs 

Pour des lasers fonement multimodes au voisinage du seuil du laser, il est possible de suivre la 
méthode des tquations d'amplitude inspirée de l'hydrodynamique. Pour cela on procède en 
trois étapes; 

- Étope 1 : on examine d'abord la stabilité de la solution non lasante et on détermine le seuil 
rt d u parnrnhre de pompage à panir duquel d'autres solutions vom croître exponentiellement. 
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On s'intéresse à la forme et à la structure des modes8 qui sont neutres ou faiblement instables 
ou stables au voisinage de r = TC' Cet ensemble de modes est appelé IU'ensemble actif' et tous 
les autres modes sont appel~s "passifs" en ce sens que leurs amplitudes dépendront de 
l'amplitude A des modes actifs. 

1 1 
2 2 

"i~ 
If' If' 

~ 
""~2 ....... 

,Iy 'lto. 1 Y 
+ + 

JI\. JI .... 

t~ ...... ~ JI 1 1 t~ ~- 1 1 

0 U{P 1 0 U{I\ 

~' i gu ... 4 : lIIostratioo des deu. types de comportement du laser ~ dcu. modes (a) C > 1. bistabilité Ulue 
de ... solu\K:lm mooomodes 1 012 (b) C< l, seule la solurion bimode",1 stable. 

-É~ 2 : p<".>W" obtenirCClte arnplitude A, on développe le vecteur~ m (A, P, n) en ~rie par 

rappon au petit parnmètre 1': = T - rc 

--+ --+ _?--+ _.--+ 
v = l':''Q+ t.. "/+t.yu2+. 

où --: est une oombinaison lin~airc de tous les modes actifs. Les corrections1 1,-:: 2 , •.. 
satisfont à des équations inhomogènes et la condition de sol"abi1it~ de ces équations conduit à 
des équatiOfls pour les amplitudes des modes actifs . 

• Éwpe 3 : l'analyse des équations pour ces modes actifs et leur impact sur les modes passifs 
~nent à la dtterminatiOfl de l'état du système. 

Nous ne présentons ci-après que les deux premières ~tapes. L'analyse complète est 
disponible dans la linérnture par exemple le livre de MololleY et Newell cité en~. En fait seule la 
premim étape fournit d~jà un cenain nombre de propri~ tésdes lasers et sera seule d~tainée ici. 

ÉU1pe 1 ." ArwJyse de smbiliré linéaire de la SQlurion non lusaJ1te. 

On linéarise les équations (15) autour de la solution A = P=n=O en posant A = O+ A', 
P = 0 + P', n = 0 + n'et on n~glige les termes quadratiques dans les produits de A ', P', n', On 
mi, 

8 Il s'agit ici des modcsde type hydrodynamique (rouleaux .... ) du champ Iaserdontl· .. pRssion (SI donn6e plus 
loin et qui """t bien di$liocl.'l des modes ~ques de la cavité laser (mode.< dllennite.Gauss par tJ:","ple). 
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A' 
[~: ] '" Voe,U+i11 

el on montre que Vo satisfait 

[ 

).+0-+ iakZ 

A VO'" - , 

o 

- U o 
o 
Â+b 

Le taux complexe de croissance des solutions est déteTnÛr!1! par dei A '" 0 CI l'on trouve 

.l.",·b 

.F + (CT+ 1 + iakl + in).l.+ (a+ i(J}t.2)(J + iD) -ar=O 

En posant À '" ~ - iv on peUl exprimer le taux de croissance il et la fréquence 'V en fonction 

de k2 '" kx2 + ky2 et du paramètre r. Nous sommes sunout inttTess6s aux. valeurs de r et \(2 
pour lesquelles le système se déstabilise, c'esi à dire pour lesquelles il s'annule en passant de 

valeurs négatives (stables) à positives (instables). Pour ces valeurs, Il = 0 ct on oblient 
facilement 

r=l+ 1 (n-akZ)2 
(J + 0")2 

Le graphe de r en fonction de k (Figure 5) est appelé "courbe de stabilité neutre", Pour les 
couples (r. k) si!llés au dessus de la courbe, la solution non Jasante est inSTable. On voit que 
pour il < 0, le mode k = 0 est le plus instable tandis que quand n > 0, les modes les plus 

instables sont tels que k = ± ;J .Q/a . 
Il est maintenant possible d'identifier les modes actifs au voisinage de r = rc. Par suite de la 

dtpendance transverse (x.y), il y a une infinitt de tels modes. Pour r > rc, tOUS les modes k 
inscrits dans un cercle ou un anneau engendrt en tournant les figures autour de J'axe r sont 
"aclifs". Pour déterminer comment ces modes interagissent. on procède comme à une analyse 
nonlinéaire au voisinage de r = rc. 

(., 
(>, 

RH'O RH>O 

C 0 

" c -_ .. - D· 

R~)' " 0 
RV, .. O 

) k .. • ~.)'" k _ tf:1.)'" 

Figurt S : Cowbes de slabili~ neutre. (a) fi" O. (b) fi > O. 
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tlape 2: Établissement de /'iquafion d'amplilllde 
Th&!riquement toutes les fonctions de x, y et t bornées quand x2 + y2 tend vers l'infini 

peuvent être représentées par des combinaisons linéaires des modes de Fourier ei lo:.. k '" (I:x, 
ky). Cependant, quand 

r""c+R, O<R«I 

on voit sur la figure que seuls les modes eW dont le nombre d'onde k tOmbe dans la bande 
CD se développent. et la bande a une largeur d·ordre..JR . Le vecteur d'onde k s'inscrit dans 
un cercle centré sur l'origine. Alors on utilise le concept de paquet d'ondcs et on écrit 

-:0'" {ïfBJ{x,y,r) e - ivc' VpJ 

En établissant la condition de solvabilité à l'ordre 2, c'est à dire pour -: l, on aboutit à une 
équation standard de la dynamique nonlinéalre, l'équation de Gin1.burg-Landau conlplexe 

B, + c B, - Y Vil B '" aB - pIPB· a, p, ycomplexes, c réel 

où les indices 1 et z SOnt relatifs au,,: variables de dérivation et le tenne VI 2 est le Laplacien 
transverse, c'est à dire par rapport au" coordonnées" et y. 
La résolution numérique de ceue équation avec des coefficients adaptés au laser prédit 
l'e"istence de défauts comme les structures spirales. Les structures effectivement observées 
dans les lasers en étant exemptes, il est apparu primordial de raffiner le modèle. L'élément-clé 
manquant dans celui-ci apparaît être la courbure des miroirs9. Celle-ci joue en effet un rôle 
essentiel dans la constitulion du faisceau dans le laser. Des paramètres comme la taille du 
faisceau gaussien, l'espacement entre les modes transverses et leur géométrie en dépendent de 
façon cruciale. Les modèles correspondants sont actuellement étudiés analytiquement et 
numériquement et l'on devrait bientôt disposer de théories décrivant de façon satisfaisante les 
structures observées dans les lasers à grand nombre de FreSllel. 

ANNEXE 1 : NAl1JRE DES POINTS FIXES 

Les points fi"es d'un système différentiel de type 
dx 
dï= F(x) 

avec x '"' (;Q,x2" " xn) , SOnt les points XF tels que 
F(x!,,) '" 0 

(A-I) 

Pour d<!terminer la stabilité de ces solutions sl3tionnaires, on effectue une analyse de sl3bilité 
linéaire, c'est à dire que l'on pose 

:c ::= xF+e 

et que l'on développe l'équation (A- I) en ne gardant que les termes d'ordre 1 en E. On 
aboutit alQf'S 11 une équation linéaire 11 n variables du type 

~[eJ=(L)[eJ (A-2) 

La solution de ceue équation passe par la résolution de l'équation caractéristique d'ordre n de 
la matrice (L) 

der(L-JJ) =0 

Suivant la valeur de n, le syst~me (A-2) admet différents types de solutions. 

9 Voir JI3r e. cmple P. K. Jakob""n ~l al. PhYl. Rev. A 49, 41 89 (t994) Cl J. Lega el (JI. Phys. Rev. A 49. 
4201 (1994). 
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- Caf monodimeruionne/ (n = J) 
C'esi le cas par cKemple du laser de classe A, dom la dynamique est régie par une seule 

équation (voir par exemple (7)). U~quation CaJ1lClérislique est du premier degli et sa racine 
rtelle. Le point fille eSI instable si elle est positive, stable dans le cas contraire. Ces deu)( cas 
sont illustrés dans le diagramme ci-dessous correspondant à un laser au dessus du seuiL 

OFF 

r* 
o 1 

FÎ2 .. r~ A· ) : Dans UR laser au deMus du seuil, le point [ .. 0 esl rtpulsew ~t le point 1" ( A. I) allnlCteUr. 

- car bid~ruionnel 
La rtsolutLon de l'équation caractéristique rutile dans ce cas à une équation du second degré. 

Selon la nalure ellc signe des solutions, différentS componements dynamiques sont obtenus 

- racines l'telles '-1. Àz;>" 0 
Â]>0,).2<0 

"]<0,)..2<0 

poin! rtpulseur (instable) Fig. A-2 a 

point col (instable) Fig. A-2 b 

point attracteur (stable) Fig. A-2 c 

- rncines complexes À.., P ± i cu 
pO 
p <0 

foyer instable 

foyer stable 

Fig. A-2d 

Fig. A-2 e 

Ces situations correspondent à des situations où le systtme évolue de raçon oscillatoire 
autour de J'équilibre. Ces oscillations som amonies si p est n~gatif et divergentes dans Je cas 
contraire. 

ANNEXE 2 · ÉQUATIONS ADiMENSlONNÉES DU LASER 

Pour simplifier J'éçriture, on discutera ici les 6quations du Jaser monomode en élargissement 
homogène en absence d'effets de diffraction. Ces 6quations SOnt classiquement mises sous la forme 

~ E(I) '" - KE(t) - irucE(t) . igP(tJ 

~ Ptt) '" - rab Ptt) . iOif(t} + ig* E(t)N(r) 

~ N(r) = - y(N(t) - No) + 2i (gf:'+(t)P(t) - g*E(t)P*(t}) 

où N(t) est la demi-différence de population entre niveaux supérieur et inférieur de la transition 
laser el g Je paramètre d·intcraction lumière-matièTe proponionnel à l'élément de matrice d du 
moment dipolaire électrique. 

Par passage dans le référentieltoumant à la fréquence optique 

E(I) '" E(t) ei(d +'IY, Pit) '" Ptt) eid ,N(t):: . (N(t) - NQ), 

où le déphasage inclut à la fois le terme i el j'argument de l'élément de matrice complcxe 
d'interaction 
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, 
tkJ '" 2" - arg(g) 

les équations interrn&iiaires s\~crivent de la façon suivante 

~E(t) '" .I(f;(t). Iglp(t) 

~P(t) = • rab PIt) + i(m---<»o)P(t) + Igl E(t)N(jt) · Igl E(t)N(t) 

~ N(t) = . )N(I) + 2 1 gfr~(t)P(I) . E(t)P·(r») 

, b , 

d , 
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~l&urt ... -1 : TrajcctoiIu rcp«senlanl r tvolLllioo des s~s!l:rne$ au!l)Uf des difftrenlS typeS dt: p:>inlS fi.es 
suiY81I1 1a nat= des cœ[fx:iems dt: stabili~. Cocffldtrlts ~1s ,) pic. b) col c) puilS 00 al(JllClCur ou compk:= 

Il panie ~Ue positive (d) 011 ~gatîve (e). 

A raide d·un changement de variables supplémentaire, on se ntmène au système de Lorenz 
complexe 

!LX(t) =. uX( t ) + GY( t) 
d, 

!LY(t) = .(J.ie)Y(t)+rX(t).X(t)Z(t) 
d' 

iL Zft) = . bZ(t) + ~ (X·( t)Y(t) . X(r)P(r» 
d, 

w - '" ,.---
r 

r-.....!iL 
- Nlftuil 
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La seule différence aveç le modèle de Lorenz oomple~e rtside dans le fait que le para~tre de 
pompage nonnallst r est ici p~men! réel. 

ANNEXE 3 ; CRITÈRE DE ROlmU U/Rwrrz 

L'analyse de stabilitl! linéaire des solutions des syst~mes de type (A-2) fail $OUven! un usage 
extensif du critère donn6 ci-dessous( critère de Routh-Hurwitz) 

Théolime ; Le polynôme Dk(O) '" sk -1- al sk-l + 112 5k-2 + .... + lit.] S + 111 eSI un polynôme de 
Hurwitz (c.a.d. que ses racines som IOUles à panic réelle négative) si el seulement si IOU5 les 
mineurs de Hurwitz som positifs soi! 

DI'" a} 0, =I "f ~ 1 
[ ", ","5 [ 

", CI; (15 a7 
J '" """ DJ '" ~ "' '" 0, = Oaj Q3 aS 

eiC. 
al a3 0 1 a2 U4 

Examinons maintenant quelques cas simples, ceux des polynômes de degré faible. 
a) Pour une équation du 2" degré ;c2 - S.:c + P = 0 

Ceci implique 

0 -1"'"'1 2 - 1 az 
i.e. ' S.P :> 0 soit P > O. On retrouve la condition classique pour que les racines d'un polynôme 

du second degré soicm toutcs deux négatives. 
b) Pour une équation du Je degré xJ + ajx2 + az,t + aJ: 0 

Dj=al (aj = -SJ >0 

DZ=! ~j : ! = ajaz-apO 

Dj:[ ~j ~ : [ =a/azaj - ajZ .. aj(a/az-aj»O 
o al aj 

i.e, en tcnam comple de la condition sur~, aj >0 . Remarquons qu'ici a3 = - p , us 
conditions sur Di et OJ som donc triviales une fois trouvée la condition sur D.2. 

ANNEXE 4' ANALOGIE MÉCANlOUE 

Le modèle monodimcnsionnel (ou laser de classe A) permet d'introduire une analogie aveç le 
mouvement d'un point matériel dans un puits de potentiel. La loi fondamentale de la dynamique 
pour un mouvemem dans un potentiel V(x) donne 

dV d'x 
F= - -=+m-

dx dt' 

Si l'on ajoute les forces de frotlemcm visqueux (-1; dx), on obtient 
d, 

d1x dx dV 
rn-+I;-= - -

dt' dt dx 
Pour un mobile d'inertie négligeable (m ~ 0), on aboutit 11. 
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dx 1 dV 
= 

dt k dx 
Dans le cadre de l'appro~imation de faible saturation pour un laser de classe A (cf. éq.1), 

ZdE"'aE _ pE' 
d. 

On peut e~traiTe des deux dernières équations, le "potentiel" fonction du champ E du laser 

ZdV -- -[aB - PE'] 
dE 

soit 
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Les représentations graphiques de V(E) pour difftrenteS valeurs de a son t données 11 la 
Figure A·3. 

u>o 

- 'ON EoN 

o E o E 

FiKur. A-J, Formes du potentiel iquivalem du Ia.so:. soos le ;:.euil (CI -( 0), au seuil (CI ~ 0) el au dessus du 
;:.eu;] (CI > 0). 

On peut retrouver cenaines proprittts du laser grâce à l'analogie du mouvemem d'un poim 
mattric! dans ce potentiel. Ainsi l'origine oorrespondant ~ la solution OFF est manifestement un 
point d'équilibre stable sous le seuil (a < 0), inSlable au delà (a:> 0) tandis que la solution ON 
est stable dans tout son domaine d'existence. Le mouvemem au voisinage de l'origine se ralentit 
de façon critique au seuil (a ~ 0) .. 

Il faui nOler que cene analogie n'eSt valable que pour les lasers de classe A. Comme on l'a 
vu prtcédemmeOl, dans les lasers de classe B, la dynamique fait intclVenÎr l'i nversion de 
population qui, ajoutant un degrt de libent, joue le rôle de l'iocnie dans J'analogue ma:aniqu". 
On voit ainsi qu'en présence d'in"ni", 1" point peut effectuer des oscillations amonies avam 
d'an"indre ['équilibre. Moyennant certains ajustements, l'analogie reste encore valable. 
Les effets de rmnance amonie apparaissent de façon directe si J'on rttcril le système (3) sous 
forme d'une équation d'osciUaleur en posant 

E 
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m :o (A - l)eX 

On obtient alors 

d2:l: + {(A _/~+J]dx + t{ (eX -1) = 0 
dit dt 

où ~ = G(A- I ) est la pulsation qui est apparue dans l'analyse de slabililt IÉntaire. C'est 

1'&I'.lalion d'un oscillateur nonlinfaire dans Le potentiel de Toda 

V(xJ =tX- x 

On voit ainsi facilement que \es oscillations de relaxation vers l'équilibre évoluent :li une 
fréquence tendant vers zéro au seuil.. 


